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Abstract. Nous présentons ici une méthode nouvelle de détermination des fonc-
tions d’appartenance floue appliquée au cas des fonctions trapézöıdales croissantes.
Pour l’estimation, nous considérons un modèle statistique reposant essentiellement
sur la notion de processus cohérent. Nous donnons par cette méthode des es-
timateurs, ponctuels et par région de confiance, des paramètres d’une fonction
d’appartenance trapézöıdale croissante. Les résultats obtenus sont illustrés par des
simulations.
Keywords: Fonction d’appartenance floue, Processus ”expert” cohérent, Estima-
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1 Introduction

En logique floue, la description d’un ensemble flou réel A passe par la
connaissance de sa fonction A(x). Notre but est d’estimer des fonctions
d’appartenance de type trapézöıdal croissant à partir d’informations concer-
nant des points de l’ensemble R, appelés points de contrôle. Dans le domaine
de la reconstruction de fonction d’appartenance flou à partir d’observations,
les méthodes principalement utilisées relèvent de l’analyse numérique ou de
méthodes probabilistes [Shen et al., 2000]; [Tamaki et al., 1998]; [Cheng and
Chen, 1997]; [Civanlar and Trussell, 1986]; [Devi and Sarma, 1985]. Nous
utilisons ici une méthode statistique nouvelle présentée dans [Dupuis and
Hillion, 2004].
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2 Processus cohérent

On considère A un sous ensemble flou de R. Pour l’étude nous interrogeons
des experts sur un ensemble fini ordonné de points X = {x1, . . . , xn/∀i, 1 ≤
i ≤ n, xi ∈ R, x1 < x2 < . . . xn}. Les xi représentent les points de contrôle
dont l’expert pense qu’ils appartiennent totalement ou pas du tout à A.
Pour tout x ∈ R, on note X(x) la réponse binaire à cette question.

Définition 1 On définit le processus cohérent {X(x)} associé à l’ensemble
flou A par (cf [Dupuis and Hillion, 2004]) un processus ”expert” {X(x)}x∈X

discret à valeurs dans {0, 1}, auquel on impose pour tout x,

• E[X(x)] = A(x).
• Si X(x) = 1, alors pour tout y tel que A(y) ≥ A(x), X(y) = 1.

• Si X(x) = 0, alors pour tout y tel que A(y) ≤ A(x), X(y) = 0.

Dans le cas où la fonction d’appartenance est croissante, le processus cohérent
associé sera nécessairement croissant. On peut alors calculer la loi de la
variable aléatoire X(x(n)) = (X(x1), X(x2), . . . , X(xn)) à valeurs dans Ω =

∪0≤k≤n

(

{0}k × {1}n−k
)

. On définit les éléments de Ω par une suite α(n) =
(α1, α2, . . . , αn) où pour tout i, 1 ≤ i ≤ n, αi = 0 ou 1, est la valeur réponse
à la question: ”xi appartient-il à l’ensemble flou A?” (par convention on pose
α0 = 0 et αn+1 = 1 avec x0 = −∞ et xn+1 = +∞, la fonction A(x) n’étant
pas constante). On constate que seul l’instant de saut (Fig.1) du processus
”expert” intervient dans l’expression de la probabilité.

-
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Fig. 1. Exemple de trajectoire ”expert”. On visualise l’instant de saut ”Z”.

Théorème 1 Soit Z = inf1≤i≤n+1{i/X(xi) = 1}, ∀α(n) ∈ Ω, si r(α) =
inf1≤i≤n+1{i/αi = 1},

P[X(x(n)) = α(n)] = (A(xr(α)) − A(xr(α)−1)) = P[Z = r(α)]. (1)

Démonstration.La suite {A(xi)}1≤i≤n est croissante et par définition du
processus cohérent la suite {X(xi)}1≤i≤n est également croissante. Soit Z =
inf1≤i≤n+1{i/X(xi) = 1}. Par définition de l’inf, pour tout ∀k, 1 ≤ k ≤ n+1,
{Z = k} = {0 = . . . = X(xk−1), X(xk) = . . . = 1}. Donc, ∀α(n) ∈ {0, 1}n,
si r(α) = inf1≤i≤n+1{i/αi = 1}, P[X(x(n)) = α(n)] = P[Z = r(α)]1lα(n)∈Ω.
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Puis d’après la définition du processus cohérent, et étant donné que X(x(n))
est une suite croissante, on a la relation suivante pour tout k, 1 ≤ k ≤ n + 1,

P[X(x0) = 0, . . . , X(xk−1) = 0, X(xk) = 1, . . . , X(xn+1) = 1]

= P[X(xk−1) = 0, X(xk) = 1]

= A(xk) − A(xk−1).

3 Estimation des paramètres

Une fonction de type trapézöıdale croissante (Fig.2) est entièrement définie
par la donnée du paramètre θ = (θ1, θ2) ∈ R

2 avec θ1 < θ2, tel que

-
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Fig. 2. Graphe d’une fonction trapézöıdale croissante.

Si x ≤ θ1 Aθ(x) = 0,

Si θ1 < x ≤ θ2 Aθ(x) =
x − θ1

θ2 − θ1
, (2)

Si θ2 < x Aθ(x) = 1.

On se propose d’estimer θ1 et θ2 à partir d’un m échantillon X1, X2, . . . , Xm

du processus ”expert”, m ≥ 2. Si pour tout i, 1 ≤ i ≤ m, Zi est le saut as-
socié au processus Xi, on note Z ′

1, Z
′
2, . . . , Z

′
m ces instants de saut réordonnés,

i.e tels que min1≤j≤m(Zj) = Z ′
1 ≤ Z ′

2 ≤ . . . ≤ Z ′
m = sup1≤j≤m(Zj) ,

∀(αj(n))1≤j≤m ∈ Ωm, on déduit du théorème 1 l’expression de la vraisem-
blance Lθ(α1(n), α2(n), . . . , αm(n))

Pθ[Z
′
1 = r(α′

1)]Pθ[Z
′
m = r(α′

m)]

(θ2 − θ1)m−2

m−1
∏

j=2

(xr(α′

j) − xr(α′

j)−1) (3)

pour θ1 < xr(α′

2) ≤ xr(α′

m−1)−1 < θ2, où les α′
1(n), α

′
2(n), . . . , α

′
m(n) sont les

α1(n), α2(n), . . . , αm(n) réordonnés tels que r(α′
1) ≤ r(α′

2) ≤ . . . ≤ r(α′
m).

Proposition 1 Le paramètre θ = (θ1, θ2) est identifiable si et seulement s’il
y a plus de deux points de contrôle compris entre θ1 et θ2.
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En effet, si on note FAθ
la loi du n uple X(x(n)) où X est un processus

cohérent de A paramétrée par θ. Soient θ = (θ1, θ2) et ϕ = (ϕ1, ϕ2) ∈ R
2,

FAθ
= FAϕ

⇐⇒ ∀k, 1 ≤ k ≤ n, Aθ(xk) = Aϕ(xk).

i ) Si il y a moins d’un point de contrôle entre θ1 et θ2 alors on peut trouver
plusieurs fonctions trapézöıdales croissantes ayant les mêmes valeurs aux
points de contrôle.

ii ) Si il y a plus de deux points de contrôle compris entre θ1 et θ2 : ∃J tels
que xJ−1 ≤ θ1 < xJ < xJ+1 < θ2.

De plus,

{

Aθ(xJ ) = Aϕ(xJ )
Aθ(xJ+1) = Aϕ(xJ+1)

est un système de Cramer (θ2 6= θ1,

xJ+1 6= xJ ) de solution unique ϕ1 = θ1, ϕ2 = θ2.

Proposition 2 La statistique (min1≤j≤m(Zj), sup1≤j≤m(Zj)) est exhaus-
tive minimale complète.

D’après (3) et le théorème de factorisation, (Z ′
1, Z

′
m) est exhaustive. Soit

h une fonction définie sur H = {(x, y) ∈ N
2, x < y} telle que, pour tout

θ = (θ1, θ2) ∈ R
2, θ1 < θ2, Eθ[h(Z ′

1, Z
′
m)] = 0. On montre par récurrence

sur n que ∀n ∈ N
∗, ∀k ∈ N, h(k, k + n) = 0. On en déduit que (Z ′

1, Z
′
m) est

exhaustive, complète donc minimale.

On définit les indices J et M des points de contrôle encadrant les
paramètres, par xJ−1 ≤ θ1 < xJ et xM−1 < θ2 ≤ xM .

Proposition 3 L’estimateur du maximum de vraisemblance
(

θ̂
(m)
1 , θ̂

(m)
2

)

=
(

min
1≤j≤m

(xZj−1),
max

1≤i≤m
(xZj

)) converge p.s vers (xJ−1, xM ) .

Pour maximiser la vraisemblance (3), on étudie la quantité
Pθ[Z′

1=r(α′

1)]Pθ[Z′

m=r(α′

m)]
(θ2−θ1)m−2 =

ϕ(θ1,θ2,xr(α′

1),xr(α′
m))

(θ2−θ1)m où ϕ(θ1, θ2, xr(α′

1)
, xr(α′

m))
vaut






































































(

xr(α′

1)
− xr(α′

1)−1

) (

xr(α′

m) − xr(α′

m)−1

)

si

{

θ1 < xr(α′

1)−1 < xr(α′

1)

xr(α′

m)−1 < xr(α′

m) < θ2

(

xr(α′

1)
− θ1

) (

xr(α′

m) − xr(α′

m)−1

)

si

{

xr(α′

1)−1 ≤ θ1 < xr(α′

1)

xr(α′

m)−1 < xr(α′

m) < θ2

(

xr(α′

1)
− xr(α′

1)−1

) (

θ2 − xr(α′

m)−1

)

si

{

θ1 < xr(α′

1)−1 < xr(α′

1)

xr(α′

m)−1 < θ2 ≤ xr(α′

m)

(

xr(α′

1)
− θ1

) (

θ2 − xr(α′

m)−1

)

si

{

xr(α′

1)−1 ≤ θ1 < xr(α′

1)

xr(α′

m)−1 < θ2 ≤ xr(α′

m)

.

Cette quantité est maximum sur le bord de l’ensemble de définition, i.e si et
seulement si θ1 = xr(α′

1)−1 et θ2 = xr(α′

m).
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La convergence presque sûre de
(

θ̂
(m)
1 , θ̂

(m)
2

)

vers les extrémités du support

de la fonction de répartition de Z est assurée par les théorèmes de conver-
gence des valeurs extrêmes [Embrechts et al., 1997].

Dans le cas où le pas varie avec la taille de l’échantillon, on peut
obtenir un résultat plus précis :

Théorème 1 Sous l’hypothèse pm = o( 1
m

), où pm est le pas entre deux points
de contrôle,

m

(

θ̂
(m)
1 − θ1

θ2 − θ1
,
θ2 − θ̂

(m)
2

θ2 − θ1

)

converge en loi vers (T1, T2), (4)

où T1 et T2 sont deux variables aléatoires indépendantes de même loi expo-
nentielle de paramètre 1.

Démonstration.Comme dans la théorie asymptotique des variables

extrêmes connue dans [Galambos, 1978], les estimateurs θ̂
(m)
1 et θ̂

(m)
2 sont

asymptotiquement indépendants. D’autre part, si on note Ent la partie

entière, pour tout t, y ∈ R, FZ

(

t + y
m

)

= Pθ

[

Z ≤ pmEnt
[

t
pm

+ y
mpm

]]

.

En conséquence, avec l’hypothèse pm = o( 1
m

), pour tout y1 ∈ R,
(

1 − FZ

(

θ1 + y1

m

))m −→

m→+∞
1 −

(

1 − e
−

y1
θ2−θ1

)

, d’où le résultat de conver-
gence.

Corollaire 1 On note, ∀α ∈ [0, 1], kα = − ln(1−
√

1 − α). Sous l’hypothèse
du théoème 1, on en déduit l’intervalle de confiance asymptotiquement min-
imum en volume, de seuil de confiance 1 − α, pour (θ1, θ2) :
[

θ̂
(m)
1 − 1

m
(θ̂

(m)
2 − θ̂

(m)
1 )kα, θ̂

(m)
1

]

×
[

θ̂
(m)
2 , θ̂

(m)
2 +

1

m
(θ̂

(m)
2 − θ̂

(m)
1 )kα

]

(5)

Démonstration.
Soit Ĉm =

[

θ̂
(m)
1 − 1

m
(θ̂

(m)
2 − θ̂

(m)
1 )k, θ̂

(m)
1

]

×
[

θ̂
(m)
2 , θ̂

(m)
2 + 1

m
(θ̂

(m)
2 − θ̂

(m)
1 )k′

]

tel que Pθ

[

(θ1, θ2) ∈ Ĉm

]

≥ 1 − α. On définit C par Pθ[(θ1, θ2) ∈ Ĉm] =

Pθ

[

m

(

θ̂
(m)
1 −θ1

θ2−θ1
,

θ2−θ̂
(m)
2

θ2−θ1

)

∈ C

]

. D’après le théorème 1, on obtient la con-

vergence Pθ[(θ1, θ2) ∈ Ĉm] −→

m→+∞
P [(T1, T2) ∈ C]. Le minimum du volume

de Ĉm, i.e kk′ n’est pas atteint dans le domaine (1− e−k)(1− e−k′

) > 1−α.
Sur le bord du domaine, la méthode des multiplicateurs de Lagrange donne
comme condition k = k′ avec k tel que Pθ[(θ1, θ2) ∈ Ĉm] = 1 − α, d’où le
résultat.

Remarque 1 Si le contrôle était continu, on aurait T = inf{x ∈ R/X(x) 6=
X(0)} le saut ”continu”. Les variables Z et T sont liées par les relations suiv-
antes : xZ−1 < T ≤ xZ et ∀i, 1 ≤ i ≤ n+1, Pθ [Z = i] = Pθ [xi−1 < T ≤ xi] .
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De plus, pour x > 0, Pθ [T > x] = Pθ [X(x) = 0] = 1 − A(x) et Pθ [T ≤ x] =
Pθ [X(x) = 1] = A(x).

Dans le cas particulier où A est trapézöıdale croissante, T est une vari-
able aléatoire de loi uniforme sur [θ1, θ2], T ∼ U ([θ1, θ2]). Dans le cadre
statistique d’un m échantillon, l’estimateur du maximum de vraisemblance
(

θ̂
(m)
1 , θ̂

(m)
2

)

=
(

inf
1≤j≤m

(Tj),
sup

1≤i≤m
(Tj)) ( cf. [Johnson and Kotz, 1970])

correspond à la version asymptotique (quand le pas tend vers 0) du cas dis-
cret. De plus, d’après la théorie des variables extrêmes, on retrouve la con-

vergence presque sûre de
(

θ̂
(m)
1 , θ̂

(m)
2

)

vers (θ1, θ2) et on a la convergence (4)

du théorème 1 (cf. [Galambos, 1978]).

4 Simulations

Pour simuler le processus, il est nécessaire d’en connaitre certaines propriétés:

Proposition 4 Le processus cohérent associé à une fonction d’appartenance
croissante, est un processus de markov (en général non homogène).

En effet, d’aprés la définition 1 du processus cohérent, ∀i, 1 ≤ i ≤ n +
1, P[X(xi+1) = αi+1/X(xi) = αi, . . . , X(x0) = α0] = P[X(xi+1) =
αi+1/X(xi) = αi]. D’autre part, P[X(x1) = α1] = A(x1)1 lα1=1 + (1 −
A(x1))1lα1=0 et pour tout i, si P[X(xi) = αi] 6= 0, on a

P[X(xi+1) = αi+1/X(xi) = αi] =











1 si αi = αi+1 = 1
1−A(xi+1)
1−A(xi)

si αi = αi+1 = 0
A(xi+1)−A(xi)

1−A(xi)
si αi < αi+1

Toutes les simulations suivantes seront effectuées avec comme paramètre
θ = (4, 6). Les graphiques présentent pour chaque simulation l’histogramme
des sauts puis la fonction d’appartenance réelle, la fonction d’appartenance
estimée et sous l’hypothèse du pas petit (cf théorème 1), une région de con-
fiance à 95%, pour l’estimation de la fonction d’appartenance.
Dans le cas où le pas n’est pas négligeable devant l’inverse du nombre
d’observations, par exemple pour m=50 et n=10 (fig. 3), on obtient
(

θ̂
(m)
1 , θ̂

(m)
2

)

= (3.6, 6.2).

Sous l’hypothèse du pas petit et pour un intervalle de points de contrôle
fixé, si m est le nombre d’”experts” interrogés, on suppose pour les simu-
lations suivantes que pm = 1

m2 . On présente les simulations pour un nom-
bre d’observations petit m = 5 (fig. 4, pm ' 0.04 et le nombre de points

de contrôle n ' 180), on a
(

θ̂
(m)
1 , θ̂

(m)
2

)

= (4.3, 5.6). Pour un nombre

d’observations plus élevé m = 20, (pm ' 0.0025 et n ' 2800), on obtient
(

θ̂
(m)
1 , θ̂

(m)
2

)

= (4, 5.9).
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Fig. 3. Exemples de simulation pour n=10, m=50.
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Fig. 4. Simulation sous l’hypothèse du théorème 1, cas m=5.
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5 Conclusion

Dans cet article nous avons proposé une estimation des paramètres d’une
fonction d’appartenance trapézöıdale croissante. Cette estimation repose
sur la méthode du maximum de vraisemblance; la convergence des esti-
mateurs et la loi limite permettent de définir un intervalle de confiance.
Des généralisations sont en cours dans plusieurs directions : d’une part
nous étendons cette méthode aux fonctions d’appartenance trapézöıdales
quelconques, d’autre part nous comparons les résultats d’estimation des
paramètres à ceux obtenus par la méthode des moments, enfin nous procédons
à l’estimation directe de la fonction d’appartenance par minimisation d’une
fonction de coût fondée sur des distances entre ensembles flous.
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Extremal Events. Springer, 1997.

[Galambos, 1978]J. Galambos. The asymptotic theory of extreme order statistics.
Wiley, 1978.



Estimation des fonctions trapézöıdales 1449
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